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Matematicas: Analisis y Enfoques
Nivel Superior
Prueba 1

Viernes 6 de mayo de 2022 (tarde)
Numero de convocatoria del alumno

2 horas

Instrucciones para los alumnos

* Escriba su numero de convocatoria en las casillas de arriba.
* No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.
* En esta prueba no se permite el uso de ninguna calculadora.
e Seccion A: conteste todas las preguntas. Escriba sus respuestas en las casillas provistas
a tal efecto.
e Seccion B: conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Escriba
su numero de convocatoria en la parte delantera del cuadernillo de respuestas,
y adjuntelo a este cuestionario de examen y a su portada utilizando los cordeles
provistos.
» Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.
* Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Analisis y Enfoques para esta prueba.
* La puntuacion maxima para esta prueba de examen es [110 puntos].
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No se otorgara necesariamente la maxima puntuacién a una respuesta correcta que no esté
acompafada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento y/o en
explicaciones. Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse algunos puntos si el método
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

Seccion A

Conteste todas las preguntas. Escriba sus respuestas en las casillas provistas a tal efecto. De ser
necesario, se puede continuar desarrollando la respuesta en el espacio que queda debajo de las lineas.

1. [Puntuacion maxima: 5]

El n-ésimo término de una progresion aritmética viene dado por u, = 15 — 3n.

(a) Indique el valor del primer término (u,). [1
(b) Sabiendo que el n-ésimo término de esta progresion es —33, halle el valor de #. [2]
(c) Halle la diferencia comun (d). [2]
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[Puntuacion maxima: 6]
Considere tres numeros enteros consecutivos cualesquiera: n—1, ny n+ 1.
(@) Pruebe que la suma de estos tres niUmeros enteros siempre es divisible entre 3. [2]

(b) Pruebe que la suma de los cuadrados de estos tres nimeros enteros no es nunca
divisible entre 3. [4]
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3. [Puntuacion maxima: 8]

2x—11 ,donde x e R, x #-1.

La funcion f se define asi: f(x)= -
(a) Elgrafico de y =f(x) tiene una asintota vertical y una asintota horizontal.

Escriba la ecuacion de:

(i) La asintota vertical

(i) La asintota horizontal [2]

(b) Enlos siguientes ejes de coordenadas, dibuje aproximadamente el grafico de y = f(x) .

En ese mismo dibujo aproximado, indique claramente las asintotas y la posicién de
todos los puntos de interseccidn con los ejes que haya. [3]

. . . . 2x-1
(c) A partir de lo anterior, resuelva la inecuacion 0 <

<2. 1
x+1

2|x -1
|x|+1

(d) Resuelva la inecuacion 0 < <2. [2]

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 3: continuacién)
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[Puntuacion maxima: 5]

o X
Halle el menor valor positivo de x para el cual se cumple que COS(E + —j =—.
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[Puntuacion maxima: 7]

Considere el siguiente desarrollo de la potencia de un binomio:
x+1)=x"+ax’+bx’+35x*+..+1,donde x20 y a,b e Z".

(@) Muestre que b=21. [2]
El tercer término del desarrollo es la media del segundo término y el cuarto término del desarrollo.

(b) Halle los posibles valores de x. [5]
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[Puntuacion maxima: 8]

La funcion f se define asi: f(x)=xv1-x’,donde -1 <x<1.

A continuacién se muestra el grafico de y = f'(x).

(@) Muestre que f es una funcién impar.
El recorridode f es a<y<b,donde a, b € R.

(b) Halle el valor de a y el valor de b.

[2]

[6]
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7. [Puntuacion maxima: 6]

Utilizando la sustitucién u = secx o de cualquier otro modo, halle una expresion para

SR SN ]

sec” xtanx dx en funcidn de n, donde n es un numero real distinto de cero.
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[Puntuacion maxima: 6]

Una variable aleatoria continua X tiene la siguiente funcion de densidad de probabilidad:

2
—  (x- <x<
(b—a) c_a)(x a), a<x<c
2
f(x): W(b_x), C<be
0, resto de valores

La siguiente figura muestra el grafico de y =f(x) para a <x<b.

y
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[Puntuacion maxima: 5]

Pruebe por contradiccion que la ecuaciéon 2x’ + 6x + 1 = 0 no tiene ninguna raiz entera.
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No escriba soluciones en esta pagina.

Seccion B

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Empiece una pagina nueva para
cada respuesta.

L

10.

[Puntuacion maxima: 16]

Se tira un dado no equilibrado de cuatro caras, rotuladas 1, 2, 3 y 4, y se va anotando el
resultado. Sea X el resultado que se obtiene al tirar el dado. En la siguiente tabla se muestra la
distribucion de probabilidad de X, donde p y ¢ son constantes.

x 1 2 3 4
P(X=x) P 0,3 q 0,1

Para esta distribucion de probabilidad, se sabe que E(X)=2.

(@) Muestreque p=04y g=0,2. [5]
(b) Halle P(X >2). 2]
Nicky decide jugar a un juego con este dado de cuatro caras. En este juego esta permitido

tirar el dado cinco veces como maximo. La puntuacién se calcula sumando los resultados de
todas las tiradas. Nicky gana el juego si obtiene una puntuacion de al menos diez.

Después de tirar el dado tres veces, la puntuacion de Nicky es igual a cuatro.

(c) Suponiendo que las tiradas del dado son independientes unas de otras, halle la
probabilidad de que Nicky gane el juego. [5]

David tiene dos pares de dados equilibrados de cuatro caras: un par amarillo y un par rojo.

Los dos dados amairillos tienen las caras rotuladas asi: 1,2, 3 y 4. Sea S la suma que se obtiene
al tirar los dos dados amairillos. A continuacién se muestra la distribucion de probabilidad de S.

s 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 3 2 1

P(S=s) | — = =l ad =l = ~
16 16 16 16 16 16 16

El primer dado rojo tiene las caras rotuladas asi: 1, 2, 2 y 3. El segundo dado rojo tiene las

caras rotuladas asi: 1,a,ay b,donde a<b vy a,b e Z". La distribucion de probabilidad de

la suma que se obtiene al tirar el par rojo es igual a la distribucién de la suma que se obtiene

al tirar el par amarillo.

(d) Determine el valor de b. [2]

(e) Halle el valor de a, aportando pruebas que respalden su respuesta. [2]
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No escriba soluciones en esta pagina.

11. [Puntuacidén maxima: 20]
1
La funcién f se define asi: f(x):m, donde x e R, x#—-1,x#3.
x —2x—
(a) Dibuje aproximadamente la curva y = f(x), indicando claramente todas las asintotas
que haya con sus correspondientes ecuaciones. Indique también las coordenadas de

todos los maximos y minimos locales y de todos los puntos de interseccion con los
ejes de coordenadas que haya. [6]

1
La funcion g se define asi: g(x)= [Tt donde x e R, x> 3.
xP=2x—

(b) Lainversade ges g .

Vax® +x

(i)  Muestre que g~ (x)=1+
x

(i)  Indique el dominio de g . [7]
La funcion & se define asi: h(x)= arctan%, donde x € R.
(c) Sabiendo que (hog)(a) =§ , halle el valor de a.

Dé la respuesta en la forma p+%\/;, donde p,q,r e Z". [7]
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No escriba soluciones en esta pagina.
12. [Puntuacién maxima: 18]

En el siguiente diagrama de Argand, los puntos Z,, O y Z, son los vértices del
triangulo Z,0Z,, descrito en sentido contrario a las agujas del reloj.

Imz

\ \
i \ 0 Rez

El punto Z, representa el numero complejo z, = r,ei“, donde r, > 0. El punto Z, representa
el nimero complejo z, = r,¢', donde r,> 0.

Los angulos «, 6 se miden en sentido contrario a las agujas del reloj desde la parte positiva
del eje real, de modo talque 0 <, 0<2ny O0<a—0O<m.

(a) Muestre que z,z,* = r,r,e'“?, donde z,* es el nimero complejo conjugado de z, . [2]
(b) Sabiendo que Re(z, z,*) = 0, muestre que Z,0Z, es un triangulo rectangulo. [2]

En los apartados (c), (d) y (e), considere el caso particular en el que Z,0Z, es un triangulo
equilatero.

() (i) Exprese z, en funcion de z,.

(i)  Apartir de lo anterior, muestre que z,” +z," =z, z,. [6]
Sean z, y z, las raices distintas de la ecuacion Z2+az+b=0,donde ze Cya,becR.
(d) Utilice el resultado del subapartado (c)(ii) para mostrar que a° —3b=0. [5]
Considere la ecuacion z> + az+ 12 =0, donde z € C y a € R.

(e) Sabiendo que 0 < o — 0 < 1, deduzca que con el punto O vy las raices de esta
ecuacion se puede formar un solo triangulo equilatero Z ,0Z,. [3]

Referencias:

© Organizacion del Bachillerato Internacional, 2022

EP14

Ll |

L




No escriba en esta pagina.

Las respuestas que se escriban en
esta pagina no seran corregidas.
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No escriba en esta pagina.

Las respuestas que se escriban en
esta pagina no seran corregidas.
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